
TD Écrire une démonstration de géométrie abstraite

Exercice corrigé

Soit PQR un triangle rectangle en P.

1. Quel est le projeté orthogonal de Q sur la droite (PR)? Quel est le projeté orthogonal de R sur la droite (PQ)?

On donne trois propriétés :

Propriété 1 Si un quadrilatère a quatre angles droits, alors ce quadrilatère est un rectangle.

Propriété 2 Si un quadrilatère est un rectangle, alors il a quatre angles droits.

Propriété 3 Si trois angles d’un quadrilatère sont droits, alors le quatrième angle du quadrilatère est un angle droit.

2. Soit H le projeté orthogonal de P sur (QR), soit I le projeté orthogonal de H sur (PQ) et soit J le projeté orthogonal

de H sur (PR). En utilisant certaines des trois propriétés, répondre à la question « PIHJ est-il un rectangle? ».

Une solution possible de l’exercice...

1. Le projeté orthogonal de 𝑄 sur (𝑃𝑅) est 𝑃. Le projeté orthogonal de 𝑅 sur (𝑃𝑄) est 𝑃.
2. Le triangle 𝑃𝑄𝑅 est rectangle en 𝑃 donc l’angle 𝐼𝑃𝐽 est droit. De plus, 𝐼 est le projeté
orthogonal de 𝐻 sur (𝑄𝑃) donc l’angle 𝐻𝐼𝑃 est un angle droit. Enfin, 𝐽 est le projeté
orthogonal de 𝐻 sur (𝑃𝑅) donc l’angle 𝐻𝐽𝑃 est un angle droit. Le quadrilatère 𝑃𝐼𝐻𝐽
possède donc trois angles droits. D’après la propriété 3, le quatrième angle est donc

aussi un angle droit. D’après la propriété 1, 𝑃𝐼𝐻𝐽 est donc un rectangle.
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Pour se lancer...

1 P est un point et (d) une droite ne passant pas par P. Q est le projeté orthogonal de P sur (d) et R est un point de (d)

distinct de Q. Q’ est le symétrique de Q par rapport au milieu du segment [PR]. Voilà cinq propriétés :

Propriété 1 Les diagonales d’un parallélogramme se croisent en leur milieu.

Propriété 2 Si les diagonales d’un quadrilatère ont le même milieu, alors ce quadrilatère est un parallélogramme.

Propriété 3 Si un parallélogramme a un angle droit, alors ce quadrilatère est un rectangle.

Propriété 4 Un rectangle a quatre angles droits.

Propriété 5 Les diagonales d’un rectangle ont la même longueur.

En utilisant certaines de ces propriétés, répondre à la question « PQRQ’ est-il un rectangle? ».

Parcours de réussite

2 Dans chaque cas, trace une figure codée à main le-

vée puis démontre que le quadrilatère est un parallé-

logramme.

1. 𝐽𝐸𝑈𝑋 est un quadrilatère de centre 𝐾 tel que 𝐾𝐽 =
𝐾𝑈 et 𝐾𝑋 = 𝐾𝐸.

2. 𝐺𝐴𝑅𝑆 est un quadrilatère tel que (𝐺𝐴) est parallèle
à (𝑆𝑅) et (𝐺𝑆) est parallèle à (𝑅𝐴).

3. 𝐷𝑂𝑈𝑋 est un quadrilatère non croisé tel que

𝑂𝐷𝑋 = 𝑂𝑈𝑋 et 𝐷𝑂𝑈 = 𝐷𝑋𝑈.
4. 𝑉𝐸𝑅𝑆 est un quadrilatère non croisé tel que (𝑉𝐸)
est parallèle à (𝑆𝑅) et 𝑉𝐸 = 𝑆𝑅.

3 On considère un triangle 𝐵𝐴𝑆. Soit le point 𝐼 symé-
trique du point 𝐴 par rapport au point 𝐵 et le point 𝐿
symétrique du point 𝑆 par rapport au point 𝐵. Démon-
trer que le quadrilatère 𝐿𝐼𝑆𝐴 est un parallélogramme.

4 1. Le quadrilatère 𝐶𝐻𝐴𝑇 est un parallélogramme tel
que 𝐴𝑇 = 𝑇𝐶. Démontrer que c’est un losange.

2. Le quadrilatère 𝐺𝑅𝐼𝑆 est un parallélogramme tel
que 𝐺𝐼 = 𝑅𝑆. Démontrer que c’est un rectangle.

3. Le quadrilatère 𝑁𝑈𝐼𝑇 est un parallélogramme de
centre 𝑆 tel que 𝑆𝑁 = 𝑆𝑈 et les droites (𝐼𝑁) et
(𝑈𝑇) sont perpendiculaires. Démontrer que c’est
un carré.

Parcours d’approfondissement

5 Les quadrilatères 𝐵𝑂𝑈𝐸 et 𝐵𝑅𝑈𝑇 sont deux parallélo-
grammes et le point 𝑆 est le milieu du segment [𝐵𝑈].
Demontrer que le quadrilatère 𝑇𝐸𝑅𝑂 est un parallélo-
gramme.

6 Soit 𝒞 un cercle de centre 𝑂 et de diamètre [𝐴𝐵] et 𝑃
un point quelconque du cercle.

1. Soit 𝑅 le symétrique de 𝑃 par rapport à 𝑂. Justifier
que le quadrilatère 𝐴𝑃𝐵𝑅 est un rectangle.

2. En déduire que le triangle 𝐴𝑃𝐵 est nécessairement
rectangle en P.

7 Soit 𝐴𝐵𝐶𝐷 un parallélogramme. Les droites (𝐴𝐶) et
(𝐵𝐷) se coupent en 𝑂. Soit 𝐸 le milieu de [𝐷𝑂] et 𝐹 le
milieu de [𝐵𝑂]. Démontrer que 𝐴𝐸𝐶𝐹 est un parallé-
logramme.

8 Soit un parallélogramme 𝐹𝐸𝑈𝑋 tel que 𝐹𝐸 = 5 cm,
𝐸𝑈 = 6 cm et 𝐹𝐸𝑈 = 50°. Soit 𝑅 le projeté orthogonal
de 𝐹 sur (𝑈𝑋) et 𝐺 le projeté orthogonal de 𝑈 sur (𝐹𝐸).
Quelle est la nature du quadrilatère FRUG? Démon-

trer.


